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Nousétudions le probl̀eme de l’affectation des puissances au sein d’un réseau de senseurs afin de minimiser l’énergie
consomḿee par une oṕeration de diffusion ou par les opérations de mesures. Un des apports majeurs de notre approche
est qu’elle prend en comptèa la fois le côut enémission et en ŕeception. Nouśetablissons un modèle analytique et
présentons des bornes inférieures et suṕerieures. De plus, nous montrons que ces bornes peuventêtre approch́eesà (1ε)
près.
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1 Introduction
Le développement des réseaux de senseurs aét́e rendu possible grâce aux avanćees importantes et̀a

la convergence des systèmes micro-́electroniques, des technologies de réseau sans-fils et de l’électronique
digitale. Les ŕeseaux de senseurs sont composés d’un nombre important de petits appareils ou senseurs,
chaque senseur contenant un capteur, un processeur, une interface radio et une batterie. La recherche de
protocoles efficaces en terme de consommation d’énerǵee s’est notablement dévelopṕee durant les dernières
anńees [uHE03, WNE02]. Nous nous intéressons particulièrement aux oṕerations de communication et
de mesure. En effet, l’émission et la ŕeception d’un paquet par une interface radio est un processus très
coûteux et il est ńecessaire de prendre la contrainteénerǵetique en compte dans la conception des schémas
de communication aussi simples que lebroadcastou que le maintien d’une couverture de mesures.

Plusieurs protocoles ontét́e d́evelopṕes ou adaptés afin d’optimiser les puissances d’émissions dans un
réseau de senseurs. Tous ces travaux utilisent et référencent un mod̀ele de consommation simple [SCI+01,
Rap96] òu l’ énergie d́epenśee est proportionnelle au nombre de bitsémis et d́ependà la fois de la distance
de communication et d’une constante, le gradient distance/puissance. Le volume d’énergie ńecessairèa la
réception est du m̂eme ordre que celui nécessairèa l’émission. En conśequence, il ne suffit pas de dimi-
nuer les puissances de transmission [BZ02, BM03, BSM03, CPS99, uHE03, WCLF02, WNE02] mais il
est également ńecessaire de réduire le nombre de réceptions. Nous partons de ce modèle simple et com-
muńement admis pour d́evelopper un nouveau modèle analytique qui nous permet de calculer des bornes
inférieures et suṕerieures sur l’́energie ńecessaire pour effectuer des opérations debroadcastet de mesure
dans un ŕeseau de senseurs. Durant cetteétude analytique, il nous a semblé primordial de consid́ererà la
fois l’ énergie consomḿee eńemission et en ŕeception.

2 Modélisation de la consommation d’énergie et définitions
La connectivit́e d’un ŕeseau sans-fil d́epend clairement de la puissance de transmission de chacun des

hôtes. Nous supposons que chaque nœud est capable de choisir et modifier son propre niveau de puissance
tout en n’exćedant pas une valeur maximumΦmax. La puissancee(u,v) nécessairèa un nœudu pour envoyer

des donńeesà un nœudv satisfait la relation suivante [Rap96] :e(u,v)
d(u,v)α > γ où d(u,v) est la distance séparant
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u etv, α≥ 1 est le gradient distance/puissance (distance-power gradient) etγ≥ 1 est le param̀etre de qualit́e
de transmission (transmission-quality).

Nous supposons que les antennes sont omnidirectionnelles. Les contraintes du médium radio donne un
mod̀ele de communicationhalf duplex 1-port ŕeception∆-portémission [FL94]. Nous mod́elisons un ŕeseau
de senseur par un graphe dirigé G = (V,E). Chaque nœudu∈V se voit attribuer une puissance d’émission
Φu ≤ Φmax. Chaque arc potentiele= (u,v) ∈ E se voit attribuer un côut de transmissionwu,v ∈ R+ égalà
la puissance ńecessairèa la ŕealisation d’une communication depuisu versv. Nous notonsC(u,Φ) = {v∈
V|wu,v ≤ Φu} la couverturedeu, c’està dire l’ensemble des nœuds pouvant comprendre une transmission
initi ée paru avec la puissanceΦu. On dit des nœuds deC(u,Φ) qu’ils sont couverts paru.

Plusieurs travaux [SCI+01, Rap96] soulignent le fait que la réception d’informations̀a l’aide d’une
interface radio consomme une quantité non ńegligeable d’́energie et que cette quantité d’énergie est du
même ordre de grandeur que celle consommée lors de l’́emission. Ainsi, il semble réellement important de
consid́erer aussi bien le coût enémission qu’en ŕeception lors d’une communication. Le but est d’étudier
des sch́emas debroadcastet de couverture minimisant la consommation globale d’énergie.Étant donńe
un nœud raciner, la probl̀eme est de trouver un ensemble de nœuds relais et une affectation de puissance
tels que tous les nœudsv∈ V sont couverts et tels que le volume d’énergie consomḿee est minimum. Si
nous notonsλ le côut en ŕeception, le volume total d’énergie consomḿee par l’affectation de puissance est :
∑u∈V Φu +∑u∈V λ|C(u,Φ)|

Afin d’identifier des bornes supérieures et inf́erieures pour l’́energie ńecessaire pour couvrir ou pour
réaliser un broadcast dans une région donńee du plan, nous considérons une densité continue de nœuds
comme il est ŕealiśe dans [DBT03]. Nous supposonségalement que chaque senseur est capable de choisir
sa puissance d’émission dans l’intervalle[O,Φmax]. Si cette approche n’est pas réaliste en terme d’implan-
tation, nous nous en servons comme un outil analytique pour l’étude des bornes. SiP est un point deR2 et
r ∈ R+, nous noteronsD(P, r) le disque ferḿe de centreP et de rayonr. A est un sous-ensemble du plan
réelR2. Cetteétude est inspiŕee du travail ŕealiśe dans [T́64].

Definition 1. Un recouvrement deA est un ensemble dénombrable de disquesR = {D(Pi , r i),Pi ∈ A, r i ∈
R+, i ∈ I} tel que : (i) L’union des disques deR contient A ; (ii ) Tout compact du plan ne rencontre qu’un
nombre fini de disques deR . Les points Pi sont appeĺes leśemetteursdeR .

Pour la suite, nous fixons un recouvrement deA : R = {D(Pi , r i), i ∈ I}. Si Pi ,Pj sont deux́emetteurs de
R , nous dirons quePi peut transmettrèaPj s’il existe une suitei = i0, i1, . . . , ir = j d’éléments deI vérifiant,
pour toutk = 0, . . . , r−1 : Pik+1 ∈ D(Pik, r ik).

Definition 2. Nous dirons que le recouvrementR estcentraliśe s’il existe au moins uńemetteur pouvant
transmettrèa tous les autres etconnexesi tous leśemetteurs peuvent transmettreà tous les autres.

Dans ce mod̀ele et avec ces définitions, la recherche d’un schéma de broadcast dans A estéquivalentèa
la recherche d’un recouvrement centralisé de A.

Constantes et calculs de côut. Nous fixons trois constantes positives non nulles,τe,λ et ρ, qui sont des
donńees du mod̀ele :τe est lecoût enémission relatif, en Watts/m2 ; λ est le côut de ŕeception par individu
(en Watts/individu) ;ρ est le nombre d’individus par m̀etre carŕe dans la ŕegionA. Nous en d́eduisons les
deux constantes suivantes :τr = λ.ρ est lecoût de ŕeception relatif, en Watts/m2 et τ = τe+ τr est lecoût
complet relatifdu mod̀ele, en Watt/m2.
SoitPi unémetteur deR . Nous pouvons calculer les différents côuts en consid́erantPi . Donńe par le mod̀ele
de la section 2, le côut enémission dePi est donńe parψi = γrα

i . Nous pouvons ŕeécrire cette formule de
sorte queψi = τeπrα

i où τe = γ
π . Le côut en ŕeception induit parPi estégalà τrπr2

i , c’està dire le côut en
réception relatif multiplíe par l’aire couverte par l’émission qui est́egaleà l’aire deD(Pi , r i). Si nous fixons
α = 2, nous pouvons calculer le coût complet associé à l’émetteurPi qui estégalà τeπr2

i + τrπr2
i = τπr2

i .
Enfin, pour le recouvrementR entier, nous fixons l’origineO du plan et nous posons :

Definition 3. Lecoût absoludu recouvrementR est :∑i∈I Coût complet de l’́emetteurPi . Lecoût relatifdu

recouvrementR est : limsupt−→+∞
∑i∈I ,Pi∈D(O,t) Coût complet de l’́emetteurPi

aire(A∩D(O,t))
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Remarque : À priori, la limite n’existe pas (on peut facilement construire des recouvrements tels qu’ils n’y
ait pas de limite), c’est pourquoi il faut parler de limite supérieure. Cela dit, les recouvrements que nous
consid́erons ont une certaine régularit́e (voir la partie exemple) et, pour ces recouvrements, la limite existe.
Remarque :Dans cettéetude math́ematique, nous supposons que la répartition des individus est homogène.
Si ce n’est pas le cas, il faut remplacer la constanteρ par une fonction int́egrableρ : A−→ R+. Le côut de
réception d’uńemetteurPi devient

R
D(Pi ,r i) λρ(x,y)dxdy. Alors on ne peut plus parler d’un coût de ŕeception

relatif mais d’unefonctioncoût de ŕeception relativeτr = λρ.

3 Contributions
L’objectif de cetteétude est detrouver un recouvrement centraliśe deA dont le côut relatif est le plus

petit possible.Dans la suite, seule la constante de coût complet relatifτ sera utiliśee. Nous fixons un sous
ensemble ouvertA deR2 dont la frontìere estC 1 par morceaux.

Theorem 1. (i) Le côut relatif de tout recouvrement de A est supérieur ouégal à τ. Si A est borńe, il est
strictementsuṕerieur à τ. (ii ) Pour toutε > 0, il existe un recouvrement connexe de A dont le coût relatif
est compris entreτ et τ+ ε. (iii ) Il existe un recouvrement connexe du plan dont le coût relatif estégalà τ.

3.1 Exemples de recouvrements

Les applications viśees sont, entre autres, les réseaux de surveillance (application militaire) ou des
réseaux de surveillance sismiques (application civile) pour lesquelles la topologie peut-être simple et/ou
régulìere. Nous supposons qu’il est possible de placer les senseurs et non de les répandre aĺeatoirement.
Même si cela n’est pas toujours envisageable, il y a des scenarios d’applications militaires comme décrits
dans [MRK+04] pour lesquels il est possible d’avoir un contrôle complet du placement des nœuds.

Recouvrements ṕeriodiques

Definition 4. Un recouvrementR indicé par I est ditpériodiques’il existe un ensemble fini J⊂ I et deux
vecteurs u,v deR2 tels que : (i) R = ∪(m,n)∈Z2{D(Pj + mu+ nv, r j), j ∈ J} et (ii ) Pj + mu+ nv = Pj ′ où

j, j ′ ∈ J et (m,n) ∈ Z2, alors j = j ′ et (m,n) = (0,0). Nous dirons queR est le recouvrement de période
{D(Pj , r j), j ∈ J} engendŕe par u et v.

Pour calculer le côut relatif d’un recouvrement ṕeriodique, on peut considérer un compactB⊂R2 tel que
R2 = ∪(m,n)∈Z2B+mu+nvet tel que l’int́erieur deB etB+mu+nvsont disjoints pour tout(m,n) ∈ Z2. Par
exemple, on peut prendre pourB le paralĺelogramme de sommets{0,u,v,u+v}. On a alors :

Proposition 1. Le côut relatif deR vaut :
∑ j∈J πr2

j

aire(B)
τ (1)

Recouvrements semi-ṕeriodiques

Definition 5. Consid́erons un recouvrement périodiqueR de ṕeriode{D1, . . . ,Dk} engendŕe par u et v.
Donnons nous aussi une partition finie deZ2 en r sous-ensembles :Z2 = Z1∪·· ·∪Zr .

On peut obtenir un nouveau recouvrement en déplaçant de manière ŕegulìere chaque disque Di +mu+nv
selon l’appartenance de(m,n) à l’un des Zi . Préciśement avec kr vecteurs wj,l nous posons :∀ j ∈ J,(m,n)∈
Z2, si j ∈ Jl alors D′j,m,n = D j +mu+nv+w j,l . Nous d́efinissons aussiR ′ = {D′

j,m,n, j,m,n∈ J×Z2}. Si
R ′ est un recouvrement du plan, nous dirons qu’il estsemi-ṕeriodiquede ṕeriode J, engendré par u et v et
modifíe selon la partition Z1, . . . ,Zr et les vecteurs wj,l .

Proposition 2. Un recouvrement semi-périodique a le m̂eme côut que tout recouvrement périodique dont
il est issu.
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Figure 5: Recouvrement hexagonal simple (coût ' 1; 210�)

Figure 6: Recouvrement hexagonal connexe (coût ' 2; 418�)
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Figure 5: Recouvrement hexagonal simple (coût ' 1; 210�)

Figure 6: Recouvrement hexagonal connexe (coût ' 2; 418�)
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Figure 7: Recouvrement hexagonal centralis�e (coût ' 1; 533�).

4 Preuve du th�eor�eme

Les exemples vu ci-dessus montrent que, partant d'un recouvrement non cen-
tralis�e, on peut obtenir un recouvrement centralis�e en ajoutant des "petits dis-
ques" pour connecter les �emetteurs entre eux ; c'est ce qu'on a fait en passant
de l'exemple 3.3.1 aux exemples 3.3.3 et 3.3.4, ou de l'exemple 3.4.1 �a l'exemple
3.4.3. De plus, en r�eduisant la taille des petits cercles et en augmentant le
nombre, on parvient �a r�eduire le coût, comme le montre le passage de l'exemple
3.3.3 �a l'exemple 3.3.4.

C'est cette id�ee qui conduit �a la preuve du th�eor�eme.

D�e�nition 5 Soit R un recouvrement (non centralis�e) d'une r�egion A. Nous
appelons lien pour R tout ensemble de disques L tel que R [ L est une recou-
vrement centralis�e de A.

Lemme 3 Soit R un recouvrement de A, de coût relatif , et " un r�eel stricte-
ment positif. Il existe un lien L pour R tel que :

coût (R [ L) <  + "

Preuve : Consid�erons d'abord deux �emetteurs P et Q �a distance d l'un de
l'autre. On peut supposer que P = (0; 0) et Q = (d; 0). Soit n � 2, un entier.
On peut connecter P et Q �a l'aide de n cercles de rayons d

n�1 centr�es en

(0; 0); (
d

n� 1
; 0); : : : ; (

kd

n� 1
; 0); : : : ; (d; 0):

Le coût suppl�ementaire (absolu) de ces cercles est n�( d
n�1 )2� . En faisant tendre

n vers l'in�ni, le coût suppl�ementaire devient aussi petit qu'on veut.

Consid�erons maintenant les disques Dn de rayon n, centr�es �a l'origine. Le
nombres d'�emetteurs de R contenu dans D1 est �ni. On peut donc, par la

9

FIG . 1: (a) Recouvrement hexagonal simple (coût' 1,210τ). (b) Recouvrement hexagonal connexe (coût' 2,418τ).
(c) Recouvrement hexagonal centralisé (côut' 1,533τ).

Recouvrements hexagonaux Les recouvrements hexagonaux sont des recouvrements semi-périodiques
engendŕes par les vecteursu= (3

2,
√

3
2 ) etv= (0,

√
3). Nous notonsB l’hexagone de centre(0,0) dont les six

sommets sont(1,0),(−1,0),(±1
2,±

√
3

2 ). On voit que les translatés deB parZu+Zv pavent le plan, ce qui
nous permet d’appliquer la formule 1. L’hexagoneB est inscrit dans le cercle de rayon 1 centré à l’origine.
La longueur de ses côtés est 1. L’aire deB se calcule en d́ecoupantB en triangles et vaut aire(B) = 3

√
3

2 .

Recouvrement hexagonal simple C’est le recouvrementR5 de ṕeriode{D(O,1)} engendŕe par le groupe
Zu+Zv où u et v sont d́efinis ci-dessus. Il est représent́e dans la figure 1(a). D’après la formule 1 son côut
est : côut(R5) = π12

3
√

3
2

τ = 2π
3
√

3
τ' 1,210τ.

Recouvrement hexagonal connexePour obtenir un recouvrement connexe, on peut choisir de garder le
même rayon mais de déplacer le cercle aux sommets des hexagones. Il faut alors en doubler la fréquence.
On obtient le recouvrement périodiqueR6 de la figure 1(b). Sa ṕeriode est{D((1,0),1),D((1

2,
√

3
2 ),1). Il

est encore engendré paru etv et son côut est le double du revêtementR5 c’està dire : Côut deR6 = 4π
3
√

3
τ'

2,418τ.

Recouvrement hexagonal centraliśe C’est le recouvrementR7 présent́e à la figure 1(c) Il est semi-
périodique et nous pouvons l’obtenirà partir du recouvrement périodique engendré par les vecteurs ca-
noniques et de ṕeriode :{D1 = (O,1),D2 = (O,

√
3−1
2 ),D3 = ((1,0),

√
3−1
2 }. Son côut est : côut(R7) =

π12+2π(
√

3−1
2 )2

3
√

3
2

= 6−2
√

3
3
√

3
πτ' 1,533τ.

3.2 Preuve du théorème

Les exemples vus ci-dessus montrent que, partant d’un recouvrement non centralisé, on peut obtenir un
recouvrement centralisé en ajoutant des« petits disques» pour connecter leśemetteurs entre eux. De plus,
en ŕeduisant la taille des petits cercles et en augmentant leur nombre, on parvientà ŕeduire le côut. C’est
cette id́ee qui conduit̀a la preuve du th́eor̀eme. Nous ne donnerons ici qu’une idée de la preuve pour le cas
ouA est un carŕe ouvert]−1,1[×]−1,1[. La preuve complète est disponible dans [CFM04].

Definition 6. SoitR un recouvrement (non nécessairement centralisé) d’une ŕegion A. Nous appelonslien
pour R tout ensemble de disquesL tel queR ∪L est un recouvrement centralisé de A.

lemme 1. SoitR un recouvrement de A, de coût relatif γ et ε un réel strictement positif. Il existe un lienL
pour R tel que : côut (R ∪L) < γ+ ε.

lemme 2. Soitη > 0, il existe un recouvrement du plan de coût relatif inférieur à τ+η.

lemme 3. Il existe une suite de disques Dn contenus dans A dont les intérieurs sont disjoints deux̀a deux
et tels quelimn−→+∞ Aire(Dn) = Aire(A).
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Nous supposons fixée une telle suite de disquesDn, de ṕerimètresan donńes. Nous posonsα = 2π
3
√

3
.

C’est la constante de densité du recouvrement hexagonal simple.

lemme 4. Soit une ŕegion ferḿee d’aire B dont la frontìere (qui admet́eventuellement plusieurs compo-
santes connexes) estC 1 par morceaux et de longueur l. Alors pour toutη > 0 il existe un recouvrement de
B de côut inférieur à α(Aire(B)+ lη+O(η2))τ

PREUVE : Onépaissit un peu la régionB en consid́erant la ŕegionB′ des points̀a distance inf́erieurèaη deB.
L’aire de cette ŕegionB′ vaut : Aire(B)+ lη+O(η2) (le terme enη2 provient de la courbure de la frontière).
On recouvreB à l’aide du pavage hexagonal simple, en prenant des hexagones de côté η. Le recouvrement
déborde un peu mais reste dans la régionB′. Son côut est donc inf́erieurà α.(Aire(B)+ lη+O(η2))τ. �

Pour toutn∈ N, on poseCn = ∪n
i=1Di et on recouvreA−Cn comme dans le lemme ci-dessus pour un

certainη. La frontière deA−Cn est de longueurcn = 8+a1+ · · ·+an (le terme 8 provient de la longueur des
4 côtés du carŕe). SoitPn le recouvrement obtenu. On a : Coût Pn ≤ (Aire(Cn)+ α.(Aire(A−Cn)+cnη +
O(η2)))τ. Pour unε fixé, on peut toujours choisirn en sorte que Aire(Cn)+ α.(Aire(A−Cn)−Aire(A) <
ε/2. Un teln étant fix́e, on peut toujours choisirη en sorte queα(cnη +O(η2)) soit aussi inf́erieurà ε/2.
Ceci prouve le th́eor̀eme pour le carré.

4 Conclusion
Nous avons proposé un mod̀ele analytique pour les réseaux de senseurs où l’utilisation d’une distri-

bution continue de capteurs permet la dérivation de bornes supérieures et inf́erieure pour les problèmes
de couverture et debroadcasten énergie minimum. L’́etude math́ematique pŕesent́ee dans les sections 3
et 3.1 peut-̂etre directement appliquée si les senseurs sont placés, en oppositioǹa disperśes, sur la ŕegion
à couvrir. Les propositions 1 et 2 fournissent une méthode analytique pour calculer et comparer le coût
relatif enénergie d’un ŕeseau de senseurs si le réseau respecte un schéma ṕeriodique ou pseudo-périodique.
Cette ḿethode se ŕevèle utile pour les problèmes de mesure et debroadcastavec consommation minimum
d’énergie. Un autre résultat important est donné par le th́eor̀eme 1. Les points 1 et 2 affirment que pour toute
régionà couvrir et pour toute couverture de cette région, la consommation d’énergie est suṕerieureàτ. Ce-
pendant, la borneτ se ŕevèleêtre une limite inf́erieure et peut̂etre approch́ee. La caractéristique principale
de notre mod̀ele est que le côut en ŕeception associé à uneémission est directement proportionnelà l’aire
couverte par l’́emission. En d’autres termes, ce modèle consid̀ere une population continue de senseurs. Si
cette consid́eration est appropriée pour des oṕerations de mesure, elle est moins réaliste pour les oṕerations
debroadcast.

Pour le futur, une ǵeńeralisation des ŕesultats analytique doit̂etre apport́ee dans le cas d’une distribu-
tion discr̀ete et donc plus réaliste de senseurs. Afinégalement de se rapprocher d’avantagesà la ŕealit́e des
réseaux de senseurs, nous souhaitons limiter les puissances de transmission disponiblesà un ensemble
discret et fini de valeurs. Ces puissances d’émissions remplaceraient l’intervalle continu de puissances
[0,Φmax]. Finalement, une attention toute particulière doitêtre apport́ee afin de cerner correctement la no-
tion de duŕee de vie d’un ŕeseau. Correctement définir cette notion offre deux avantages. D’abord cela
permet d’́evaluer et de comparer réellement les performances des algorithmes de communications. Ensuite,
cela offre ǵeńeralement des indices précieux pour la conception de protocoles de communication efficaces.
Dans cette recherche, il ne faut néanmoins pas perdreà l’esprit que, bien plus fortement que pour les réseaux
ad hoc, les contraintes et les exigences sont fortement liées aux applications. Comme pour les réseauxad
hoc, une solutionone-fits-alln’est donc pas̀a esṕerer.
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